MATEMATICA DISCRETA — GUIAPRACTICA UNIDAD 9

GRAFOS, DIGRAFOS Y ARBOLES

I. GRAFOS
1. Dado elsiguiente grafo:G=({1,2,3,4,5,6},{a,b,c,d,e,f,g}, o)

X a b c d e f g

o(x) | {12} | {1,3} | {53} | {66} | {36} | {35} | {1,6}

a) Hacer el diagrama del mismo.

b) Indicar si hay algun vértice aislado, si hay bucles y si hay aristas paralelas.
c) Indicar todas las aristas incidentes en el vértice 3.

d) Indicar dos aristas adyacentes a “b”

2. DadoelgrafoG=(V,A, @) porsudiagrama:

a) Escribir, formalmente, al grafo (indicar los conjuntos V, Ay la funcion .
b) ¢Es un grafo simple? Justificar.

c) Hacer la matriz de adyacencia y la de incidencia.

d) Indicar los grados de todos los vértices.

e) Inicar dos caminos distintos entre “a” y “f” y sus longitudes.

f) Indicar un ciclo de longitud 3 y uno de longitud 5.

3. Resolver analiticamente, sin hacer el diagrama:

Un grafo tiene 4 vértices de grado 5, 8 vértices de grado 4, x vértices de grado 3, 7 vértices de
grado 2y 6 de grado 1. Calcular la cantidad total de vértices, sabiendo que, en total, hay 45 aristas.

4. Indicar si es posible que los grados de los vértices de un grafo G sean:

a) 8,8,7,6,5,5,5,4,3,2
b) 9,9,6,6,4,4,3,2,2,1

5. SeaG:(V,A, @)ungrafosimple con |V|=15y |A|=58. Indicar, justificadamente, si la siguiente
secuencia de grados puede corresponder a dicho grafo. 1, 3,5,5,5, 6,7, 8, 8, 8, 8, 10, 14, 14, 14

6. Responder, justificando:

a) ¢Es posible que un grafo simple de 8 vértices tenga 30 aristas en total?
b) ¢Llos grafos bipartitos completos K6 y K3 4 tienen la misma cantidad de aristas?
c) ¢éEs posible que un grafo simple tenga todos los vértices de distintos grados?
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7. Dadoelgrafo:G=({1,2,3,4,5,6},{a1,a2,as,a4,as,as, as,az, as, as, awn}, P)

X a Ay as Ay as s az ag Ag Q10
o(x) | {25} | {21} | {14} | {24} | {35} | {43} | {46} | {56} | {54} | {3,2}

a) Hacer el diagrama del grafo e indicar si es conexo.

b) Sies posible, hallar un camino de Euler. éSe puede encontrar un ciclo de Euler?. Justificar.

¢) Indicar qué vértices y aristas hay que suprimir para que el subgrafo resultante sea el grafo
bipartito completo Ks ».

8. Indicar el valor de verdad de las siguientes proposiciones, demostrando o justificando
correctamente:
a) Sienun grafo hay ciclo de Euler entonces también hay ciclo de Hamilton.
b) Todos los grafos simples de 6 vértices y 11 aristas son conexos.
c) Un grafo simple con 8 vértices y 16 aristas puede no ser conexo.
d) Todo grafo simple conexo con 6 vértices que no es k-regular, es plano.

9. Dada la matriz de adyacencia de un grafo G: 0 1.1 1 O
1 0 1 0 1

Ma(G) = 1 1 0 1 1

Se pide: 10 1 0 1

a) Hacer el diagrama del grafo sabiendoqueV={1,2,3,4,5} 01 1 1 0

b) ¢Es un grafo k-regular? Justificar
c) Sino es k-regular, indicar, si es posible, las aristas que habria que suprimir para que lo sea.
Justificar.

10. Considerar el grafo completo Kn:

a) Hallar la cantidad de aristas. Justificar.

b) Indicar para qué valores de n tiene camino de Euler. Justificar

c) Indicar para qué valores de n tiene caminos de Hamilton. Justificar.
d) Indicar para qué valores de n es grafo plano. Justificar.

e) Indicar la forma de la matriz de adyacencia.

11. Considerar un grafo bipartito Knm

a) Hallar las cantidades de vértices y de aristas. Justificar.

b) Indicar para qué valores de n y m tiene camino de Euler. Justificar

c) Indicar para qué valores de n y m tiene caminos de Hamilton. Justificar.

d) Indicar para qué valores de n y m es grafo plano. Justificar.

e) Indicar la forma de la matriz de adyacencia.

A B)

12. Dado un grafo simple G=(V, A, ¢ ) con |V|=2k, cuya matriz de adyacencia es M,(G) = (B c

siendo A, B, C submatrices de orden k. Indicar si es cierto que:
a) SiB =N (matriz nula) entonces el grafo es conexo

b) SiA=C-=N (matriz nula) entonces el grafo es bipartito
c¢) SiA=C=N(matriz nula) y bp=1V i,j entonces hay un ciclo de Euler
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13. Dado el siguiente grafo:

a) Indicar todos los puntos de corte o istmos. Justificar.
b) Indicar las aristas puentes. Justificar.
c) Indicar un conjunto de corte de dos elementos.

14. DadoungrafoG=(V,A, @) con |V| =12y |A]| =56, indicar cudles de las siguientes afirmaciones
es correcta. Justificar las respuestas:
a) G necesariamente es conexo
b) G puede ser simple
c¢) G necesariamente tiene ciclo de Euler
d) G puede ser regular

15. En el conjunto de vértices de un grafo se define la relacion R:
ViRv; & g(vi) = g(v;) donde g es la funcién grado.
Se pide:
a) Hallar el conjunto cociente para el siguiente grafo:

b) IndicarV o F, justificando:
“Si un grafo no es conexo, el conjunto cociente del conjunto de vértices por la relacién R tiene
al menos dos clases de equivalencia”

16. Dados los siguientes grafos G; y G:

a) Definir un isomorfismo entre ellos. Justificar.
b) En el grupo G; indicar qué arista habria que suprimir para que X sea istmo. Justificar.

17. Dados los siguientes grafos Gi1, G2 y Gs, indicar cudles son isomorfos, justificando correctamente.

a e
1 3 6 8
4 5 9 10 d
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Indicar el valor de verdad de las siguientes proposiciones, justificando correctamente:

a)
b)
c)

d)

e)
f)

Si dos grafos son isomorfos, entonces tienen la misma cantidad de vértices y de aristas.

Si dos grafos tienen la misma cantidad de vértices y aristas, son isomorfos.

Si un grafo tiene un ciclo de longitud e, entonces todo grafo isomorfo a él debe tener un ciclo
de longitud 3.

Si dos grafos G;y Gz son isomorfos, es posible escribir sus matrices de adyacencia de tal forma
que Ma (G1) = Ma (G2)

Si dadas las matrices de adyacencia Ma (G1) # Ma (G2) entonces G; yG2 NO son isomorfos.

Si un grafo G; es isomorfo a otro grafo G, que tiene ciclo de Euler, entonces todos los vértices
de G; tienen grado par.

Analizar si los siguientes pares de grafos son isomorfos. En caso afirmativo, definir el isomorfismo.
De lo contrario, justificar correctamente:

a)

b)

G A B C G2 @ (2) @
(a 5)
G F E CGJ D), \‘_D
G: G; X y
a b
c d z . J u
t { Vv
e f
g h
w S
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Il. DIGRAFOS

20. Seaeldigrafo:D=(V, A, ®)conlosconjuntosV={a, 2,3,456}yA={a b,c,d e fgh,ily
la funcién de incidencia dada por la siguiente tabla:

X a b C d e f g h i
e(x) | (21) | (13) | (43) | (23) | (34) | (54) | (35 | (64) | (3,6)

a) Hacer el diagrama e indicar el grado positivo y el negativo de cada vértice.
b) Escribir la matriz de Adyacencia y la de Incidencia.
c) Analizar si existe alglin camino de Euler. Justificar.

21. Dado el siguiente digrafo:

O (®

si es fuertemente conexo. o‘

b) ¢Hay algun pozo?
¢Y alguna fuente? Justificar Q

22. Dado el digrafo:
Analizar si es conexo,

fuertemente conexo, justificando.

De no ser fuertemente conexo, indicar

componentes fuertemente conexas.

23. Dado el siguiente digrafo: 1

a) ¢Es conexo este digrafo? ¢Y fuertemente conexo?
b) Indicar el grado positivo y negativo de cada vértice

y, si es posible, un camino de Euler. Si no es posible,
indicar qué aristas habria que agregar para que exista
camino de Euler. Justificar.
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IIl. ARBOLES

24. Indicar cudles de los siguientes grafos es arbol. Para los que no sean darboles, analizar si son
bosques y, en caso afirmativo, indicar la cantidad de componentes:

a) b) ./o <)

d) e) f) g)

25. Demostrar que:

a) Entodo arbol se cumple que: |V| = |[A] +1
b) Lasuma de los grados de los vértices de todo arbol de n vértices es igual a 2n-2
c) Todo arbol es un grafo bipartito

26. Hallar la cantidad de vértices de un arbol, sabiendo que tiene 2 vértices de grado 2, 2 vértices de
grado 3, 3 vértices de grado 4 y los restantes de grado 1.

27. Indicar V o F, justificando correctamente:

a) Algun vértice interno de un arbol puede no ser punto de corte.
b) Todos los grafosG=(V,A, @) con |A| = |V] - 1son éarboles.

28. SeaG=(V,A, ®)ungrafo con 42 vértices de grado 2, 15 de grado 3, 21 de grado 4, 7 de grado
5y el resto de grado 1. Se pide:

a) ¢Podriatratarse de un arbol? Justificar correctamentey, en cao afirmativo, indicar la cantidad
de vértices y aristas del arbol.

b) Siademas se supiera que |A| =130, écuantas aristas habria que suprimir para que se obtenga
un arbol? Justificar.

29. Dado el siguiente arbol dirigido con raiz:

a) Indicar cual es la raiz y cuales sus hojas.
b) Indicar el padrey los hijos dei

c) Indicar todos los descendientes de u

d) Analizar si es un arbol balanceado.

e) Indicar todos los vértices del nivel 2

f)  Clasificar al grafo como n-ario (indicar el valor
de n) y si es regular o completo. Justificar.

g) Indicar un subarbol que sea binario regular de
altura 2
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30. Hallary responder, justificando:

a) Lacantidad de hojas de un arbol ternario regular completo de altura h

b) La cantidad total de vértices de un arbol binario regular completo de altura h

¢) Laaltura minima de un arbol binario que tenga 1000 vértices

d) La cantidad maxima y minima de vértices de un arbol cuaternario regular no completo de
altura 3. En cada uno de esos casos, indicar la cantidad de hojas

31. Sea el arbol binario:

a) Darelrecorrido en orden previo (pre-orden)
b)  Dar el recorrido en orden simétrico (in orden)

) Dar el recorrido en orden posterior (post
orden)

32. Paralasiguiente expresién dada en notacion polaca inversa:
ABeCD/E+-FGHe+/

Se pide recuperar el arbol, indicar la raiz, las hojas, la altura y si es balanceado Dar el recorrido
del arbol en orden previo (notacidn polaca)

33. Dada la expresion en notacién polaca inversa:
963/4+8522A7-/-

a) Hallar el arbol correspondiente, indicar su alturay si es balanceado.
b) Calcular el resultado de la expresién

34. Sea la siguiente expresidn dada en notacién polaca:
e+-AeBCD/+DEe®+FGH

a) Recuperar el arbol, indicar la raiz, las hojas y los vértices intermedios
b) Dar el recorrido del arbol en orden simétrico (notacion usual infija)

35. Construir el arbol correspondiente a la expresién légica:

pv(gir)&ri(g=>p~q)

Recorrerlo en orden previo y en orden posterior.
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IV. EJERCICIOS APLICADOS

Los siguientes ejercicios son ilustrativos de aplicaciones de la teoria de grafos, digrafos y drboles. Si
bien para algunos de ellos se necesitan algunos conceptos o métodos que no hemos visto en esta
asignatura, igualmente se pueden resolver de una manera intuitiva o no metddica.

36. Elsiguiente grafo representa 7 ciudades (A, B, C, D, E, Fy G) unidas por carreteras (representadas
con las aristas), siendo los valores que aparecen sobre ellas los costos de circulacién:

a) ¢Es posible recorrer todas las carreteras una sola vez? ¢ De qué ciudad hay que partir y a cual
llegar? Justificar.

b) ¢éQué arista se debe eliminar para que se puedan recorrer todas las carreteras una sola vez y
volver al punto de partida? Indicar el ciclo euleriano.

c) Sise desea recorrer todas las ciudades una sola vez por cada una sin necesidad de pasar por
todas las carreteras y con el menor costo, équé ciclo se recomienda? Esto seria hallar un ciclo
hamiltoniano de costo minimo.

37. Alicia hizo una reunidn y asistieron sus amigas Beatriz, Cecilia, Diana, Elsa, Fernanda y Gabriela.
Beatriz conversé exactamente con 3 de las restantes. Cecilia y Elsa conversaron con 2 del resto
cada una. Diana, Fernanda y Gabriela conversaron con una sola de las restantes cada una. En total
hubo 7 conversaciones.

Responder:

a) ¢éCon cuantas personas hablo Alicia?
b) Con esta informacidon solamente, ése puede decir exactamente con quiénes converso Alicia?
Justificar.
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